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10.1 Equation de Helmholtz catérienne

équation d'onde en 3D - champ scalaire

e Equation de Helmholtz :

V3¢ (x,y,2) + kE*¢ (z,y,2) =0 (10.1)J

Relation de dispersion : espace réciproque temporel (Fourier)

(10.2)

Laplacien : coordonnées cartésiennes

Vi=V. .V = (10.3)

Toyp T o
Equation différentielle aux dérivées partielles : champ scalaire
3¢ (,y,2)

¢ (z,y,2)  0%¢(z,y,2)

Séparation des variables : fonctions de variables indépendantes

6(0,y.2) =X (@)Y (1) 2 (2 (10.5)
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10.1 Equation de Helmholtz cartésienne

e Equation différentielle aux dérivées totales : (10.5) dans (10.4)
d*X (x) d?Y (y)
dx? dy?

X (@)Y (1) T

o Equation différentielle : divisée par ¢ (z,y,2) = X ()Y (y) Z (2)
1 d?’X (x) N 1 d?Y (y) N 1 d?Z(z)

X (x) dx? Y(y) dy? Z(z) dz?
e Systeme d’équations différentielles ordinaires : variables indép.

X (z) = X, () et Y (y) =Y, (y) et Z(2) = Znyn, (%)

Y (y) Z (z) + X (z) Z ()

+k°X (2)Y (y) Z (2) =0 (10.6)

+ k=0 (10.7)

1 d*°X, (z) 9
X, () da? = —nZ = cste et ny €2 (10.8)
1 d2Yny (y) 2
Vo () = —n,, = cste et ny, €Z (10.9)
1 d*Z,,n
ny (%) =— (k" = nl — n) (10.10)

A (2) dz?
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10.1 Equation de Helmholtz cartésienne

@ Solutions du systéeme d’équations différentielles ordinaires :

X, () = X,_(0)e"=" (10.11)
Yo, (y) = Yo, (0) e (10.12)
Zpuriy (@) = Dy (0) &7V F T84 2 (10.13)

.

e Fonction propres : champs scalaires ¢ (z,y, z) = ¢n n,(2,Y, 2)

Pron, (0,1, 2) = Xpn, (%) Y, (Y) Znyn, (2) (10.14)

e Fonction propres : solution de I'équation de Helmholtz (10.1)

6 (2,9,2) = dnon, (0,0,0) eMa® einw¥ ¢ VAT i 2 (10.15) |

@ Conditions initiales : fonctions propres

Pnyn, (0,0,0) = X, (0)Y,, (0) Z,, n,(0) (10.16)
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10.2 Laplacien en coordonnées polaires

@ Différentielle : champ scalaire

do (p,p) = a(bépp’ ?) dp + agbg;’ ?) dep (10.17)
@ Changement de variable :

r=x&+yYY=pcosSeT+ psinyy (10.18)
@ Changement de base :

Pp=CcosQx+sinypy et @ = — sinpd + cos Y (10.19)

e Déplacement infinitésimal : variation du changement de variables
dr =dp(cosp@+sinpg)+ pdp (— sinp & + cosp )

=dpp+ pdpp (10.20)
o Différentielle : champ scalaire : base orthonormée (p, )

09 (pp) 1 00(py) . ) .
do (p, ¢ =< p+— @) -(dpp+pdpp 10.21
o) = (gt ot T ( ) (1021)
e Différentielle : produit scalaire du gradient et du déplacement
d¢ (p, ) =V ¢ (p, ) - dr (p, p) (10.22)
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10.2 Laplacien en coordonnées polaires

@ Gradient : champ scalaire : coordonnées polaires

Vo (pp) = 220 ()4 L 208 5

— 10.23
0y PO T (10.23)
@ Opérateur gradient : coordonnées polaires
0 1 0
V=p—+¢-— 10.24
dp p Op ( )J
e Dérivées partielles : vecteurs de base (10.18)
op OF op OF
P _0 et 22 =0 et —p:gb et —90:—,6 (10.25)
op 0p o o
e Opérateur laplacien : coordonnées polaires (carré du gradient)
V= (b5t es5) (Pt 50)
dp p Op dp p Op
_02+182+A@1£+A8¢ 1 0
"0 o \T ap)pop  \¥ o) p? 0p
0 10 1 0°
_ - 4 - 10.26
92 pOp | P2 O ( )
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10.3 Equation de Helmholtz polaire

@ Equation de Helmholtz : coordonnées polaires

V26 (p, ) + k%9 (p,0) = 0 (10.28) |

e Equation différentielle aux dérivées partielles : coordonnées polaires

¢ (o) [ 10d(p,p) 1 Pd(pp) | o
’ — ’ ’ k =0 10.29
02 T 0y TE oz T ¢ (p, ®) (10.29)
@ Séparation des variables :
¢ (p, ) = R(p) P (¥) (10.30) |
o Equation différentielle aux dérivées totales : (10.31)
d*R(p)  ®(p) dR(p)  R(p) &*®(p) o
) kR (p) ® =0
(¢) — 2 T a2 a2 T (p) @ (¢)
o Equation différentielle : divisée par R (p) @ (¢) /p* (10.32)
2 d’R dR 1 d*®
p gp) L P (P) | 2 2 (290) _0
R(p) dp R(p) dp ®(p) do
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10.3 Equation de Helmholtz polaire

e Systeme d’équations différentielles ordinaires : variables indép.

R(p) = Ry, (p) et O (p) = P, () ou m € Z

1 d?®,, (v) 9 .
= —m” = cste période ¢ €10,2r) (10.33)
B () df? |

2 2
P d* Ry, (p) p  dRn (p) 2 2 2
+ + k“p® = m” = cste (10.34
Fn® 47 Bm()  dp |
@ Fonctions propres angulaires :
By (p) = By (0) €1 (10.35) |
e Equation différentielle ordinaire :
d°R,, dR,,
° (p) +p (o) + (K*p”> — m®) Ry (p) =0 (10.36)

P dp? dp
@ Fonctions propres :

D (0, 0) = R () Pr () (10.37)
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10.4 Equation de Bessel

@ Variable sans dimension :

x=kp (10.38)
@ Fonction radiale :
Ky (z) = K (kp) = R (p) (10.39)

e Equation différentielle radiale :
o d° K, (kp) N dK,, (kp)

k*p* — m?) Ky, (kp) = 0 10.40
o Opérateur différentiel : (10.41)
d dr d d d? d d d?
dp  dp dz  dax s dp?  dx ( d{L‘) da?
e Equation différentielle de Bessel : fonction radiale
? K, (z) + 2 K, (z) + (2° — m®) K, () =0 (10.42))
e Fonction propre : fonction de Bessel de 1° et 2° espéces (10.43)

Om (p, ) = K (kp) @ () = (am Jm (kp) + b Yin (kp)) e imy J
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10.4 Equation de Bessel

e Equation de Bessel :
p2 (z) Ky, (2) + p1 (%) K7, (%) + (po (2) — Am) Koy (2) =0 (10.44)

@ Polyndomes : équation de Bessel

2

pa(x)=2° et pi(z)=2 et po(x)=2° et N, =m> (10.45)

e Fonction poids : (10.46)

=gty o ([ 2N ) = ([ %) -

@ Equation de Bessel : forme générale de Sturm-Liouville

%(w(‘ﬁ)p? (2) K, () + (po () = M) w (@) Ko () =0 (10.47)

@ Equations différentielles de Bessel : forme de Sturm-Liouville
2

% (:I:J,,’n (:1:)) + (x _ m—) T () =0 (10.48)

X

% (CEY,,’n (x)) + (x — m_2> Y (x) =0 (10.49)

X

y

Dr. Sylvain Bréchet 10 Fonctions de Bessel 11 /23



10.4 Equation de Bessel

@ Fonctions de Bessel :

© Premiere espéce : J,, (r) : continue en x = 0 (paire ou impaire)

0.5

-0.5 |
© Deuxieme espece : Y,, (z) : diverge en x =0

Yo (z)

A
1.0

YO()

0.5} Y, (@)

N

//Q{}QO\\}&
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10.4 Equation de Bessel

e Equation de Helmholtz : continueen z =0
b, =0 ou me”Z
@ Fonctions propres : continueen r =0

Om (0, 0) = am I (kp) €79 (10.50)

@ Fonctions propres réelles : coefficients de Fourier réels

Om (p, ) = (Am cos (myp) + By, sin (mcp)) Im (kp) (10.51)J

ou les coefficients A,, et B,, dépendent de la symétrie ou de
I'antisymétrie sous parité des fonctions propres ¢,, (p, ).
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10.5 Particule libre confinée dans un disque

@ Hamiltonien : particule libre
A9 2
A D 1 . : h 2
2m  2m (V) =ik V) 2m v

e Equation de Schrodinger stationnaire : ¢ (x,y) € H

@ Equation de Schrodinger stationnaire : cartésienne

2m

h? ( 0? 0?

0:7 " Oy

@ Equation de Helmholtz : coordonnées cartésiennes

V2 (2, y) + kY (z,y) =0

@ Nombre d’onde :

k‘2

B 2mE

hQ

(10.52)

(10.53)
(10.54)

(10.55)

(10.56)J
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10.5 Particule libre confinée dans un disque

e Equation de Helmholtz : coordonnées polaires : 9 (p, ) = ¥ (x,y)

2 2
O lp.p)  1W(pe) 12812552,90)

52 PRY. p + k% (p,p) =0 (10.57)

e Fonction d’onde : v (p, ) = 9., (p, ) continueen x =0 : b,, =0

U (P, ) = G I (kp) €™ (10.58)

@ Condition de confinement : fonction d'onde : disque de rayon r

Ym (psp) =0 si  p=r (10.59) |

e Condition de la fonction d’onde : (10.58) et (10.59) en p=r

U (1,9) =y I (k1) €9 = (10.60)
@ Zéros des fonctions de Bessel : =z,,,, ou ne€ N* et k£ =k,,,

T (Zom) = T (k1) = 0 (10.61)
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10.5 Particule libre confinée dans un disque

Im (Tmn) =0

@ Quantification des nombres d’onde :

ajmn

Krmn = (10.62)

T

e Fonction d’onde : ., (p,©) = Ymn (p, ) dans (10.58) ot k = ki,

wmn (:07 90) = am Im (kmn ,0) eimgo (1063)J

e Niveaux d’énergie : (10.56) et (10.62)

21.2 2,.2
I Gl

om  2mr2

Epn (10.64)J
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10.6 Membrane circulaire vibrante

@ Equation d’onde : déformation verticale d'une membrane circulaire

V22 (p,p,t) — clg vz E;pt ’f’t) — 0 (10.65)J
@ Equation d’onde : coordonnées polaires : vitesse du son c; (10.66)

Pzlppt) 10z(ppt) 1 &z(ppt) 1 F2(pot)

0p? 0 dp p? 0> c2 ot?

@ Séparation des variables :

z(p,o,t) = R(p) @ (@) T (t) (10.67)
e Equation d’onde : (10.67) dans (10.66) divisée par z (p, ¢, t)

1 d*’R(p) +1 1 dR(p) N 1 1 d?°®(p)
R(p) dp? pR(p) dp — p* ®(p) dy?
11 ETQR) (10.68)

T () d
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10.6 Membrane circulaire vibrante

o Systeme d’équations différentielles : nombre d'onde £

R (p) = R, (p) et S (p) = P, () ou m e ”Z

1 d*T(t) 5 9
— —* k° = cst 10.
T(t) di? Co 0 = OB3C (1069
1 dQCI)m ((70) 2
= —m° = cste 1070
O (@) dy? o
1 d?R,, 1 1 dR, °
2(p) L1 () _ T k2 = cste (10.71)
Ry (p) dp p B (p)  dp p

o Systeme d’équations différentielles : remis en forme

d*Ry (p) | dRw (p)

L = k°p® — m?) Ry, (p) = 10.72
e TP + (k*p* — m*) Ry (p) = 0 (10.72)
d*®,, () 2

+m°P,, () =0 10.73

o (¢) (10.73)
d*T (t

dtQ( ) + kAT () =0 (10.74)
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10.6 Membrane circulaire vibrante

Fonctions propres de déformation verticale : 2 (p, p,t) = z,, (p, @, t)

Zm (P, 0,t) = R (p) P () T (2) (10.75)

Condition au bord : membrane circulaire de rayon p =r

Zm (1, 0,1) =0 (10.76))
Modes de déformation : analogie : particule confinée sur un disque

Zmn (0,0, 1) = am I (kmn p) ™ ol k = kmyn, (10.77)
Relation de dispersion : quantifiée

Wimn = Cs kmn (10.78)
Evolution temporelle: solution de I'équation différentielle (10.74)
T(t)=b e "Wmnt f pTetWmnt (10.79)
Modes de déformation verticale : (10.76) et (10.78) dans (10.67)

Zmn (0,0, 1) =07 am I (K p) e Hmep— wmn t) (10.80)

+ 07 am T (Kvn p) e {(metwmn t)
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10.6 Membrane circulaire vibrante

@ Modes de déformation verticale réels :
Zmn (P, 0, 1) = (A;L cos (my — wWmn t) + B, sin (my — wmn t)

+ Al cos (m + Wmn t) + B sin (Mm@ + wmn t)) I (kmn p)  (10.81)

@ Modes stationnaires :

1 1 1 1
An==-A"=>-A" et B, =-B.=-BF (10.82)
2 2 2 2

@ Formules de trigonométrie : a = my et b=w,nt
cos (a + b) + cos (a — b) = 2cos (a) cos (b)
sin (a + b) + sin (a — b) = 2sin (a) cos (b) (10.83)

@ Modes stationnaires de déformation verticale :

Zmn (0, 0, 1) = (Am cos (my) + By, sin (mgo)) I (Kmn p) (10.84)J
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10.6 Membrane circulaire vibrante

e Déformation verticale : modes : 291 (p, ¥, t) 202 (p, @, t) 203 (P, p, 1)
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10.6 Membrane circulaire vibrante

o Déformation verticale : modes : 211 (p, ¥, 1) 212 (p, @, t) 213 (p, p, 1)
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10.6 Membrane circulaire vibrante

e Déformation verticale : modes : 221 (p, p, 1) 222 (p, ©,t) 223 (p, @, t)
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